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Resume Get article decrit un precede de construction d'une 
mesure de probabilite pertinente dans tout espace metrique com- 
pact non vide. Cette mesure possede des proprietes d'invariance 
vis a vis d' applications naturellement definies dans ce type d'es- 
pace. Sa definition fait appel a une notion generalisee de limite 
en zero de I'anneau des fonctions bornees. On donne ensuite 
quelques-unes des proprietes de cette mesure. Puis, on donne 
quelques exemples non triviaux d'espaces metriques compacts et 
on utilise notre theoreme pour obtenir des espaces probabilises 
inhabituels. On decrit aussi quelques applications conservant ces 
mesures de probabilite. 

Abstract This article describes a method for constructing 
a relevant probability measure in any nonempty compact metric 
space. This measure possesses invariance properties with respect 
to maps defined in a natural way in such spaces. Its definition uses 
a generalized notion of limit in zero in the ring of borned maps. 
In a second time, we give some properties of this measure. Then 
we exhibit some nontrivial examples of compact metric spaces 
and we use our theorem to obtain unusual probability spaces. 
We also describe some maps letting these probability measures 
invariant. 

1 Notions de limite de I'espace des fonctions bor- 
nees 

Avant de commencer la construction d'une mesure de probabilite ayant 
de bonnes proprietes sur tout espace compact metrique, on effectue un travail 
visant a definir une notion de limite sur une large classe de fonctions. Cette 
notion nous sera utile dans la suite. 
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1.1 Existence 



Definition : Soit A une sous-algebre de I'ensemble des fonctions de O, 
une partie de R, dans R. On appelle notion de limite en a G O (1' adherence 
precedente est a voir dans R) sur A un morphisme d'algebre L de A dans R 
tel que : 

- pour toute fonction / de A, limsup2._j.„ /(x) > L{f) > limmfx^a f{x), 

- L est croissante. 

Le cas qui va nous interesser est le suivant : on prend pour A I'algebre des 
fonctions bornees sur ]0; +oo[.Commengons par formuler quelques remarques 
generales concernant les notions de limite. 

Tout d'abord, elles ne peuvent avoir de bonnes proprietes vis a vis de 
la composition. Ainsi, si Ton voulait vraiment que la notion L generalise la 
limite en 0, il faudrait que pour toute fonction bornee /, et toute fonction 
g de limite nulle en 0, L(/ o g) = L{f). Ceci est impossible. Pour voir cela, 
on pent considerer les fonctions u{x) = cos(l/x) et v{x) = sin(l/a;) en 0. En 
effet, on aurait L{x i->- v{^x)) = L{v), et done L{2vu) = L{v). On en deduit 
qu'alors 2L{v)L{u) = L{v). De plus + = 1, done + L{v)'^ = 1. 

Enfin, u{yj^j^) = —v, et \im.x^o i/x+^ ~ ^' done L{u) = —L{v). Done 

\L{u)\ = \L{v)\ = \/2/2, et avec 2L{v)L{u) = L{v), \L{v)\ = 1, ce qui est 
absurde. 

Neanmoins, les notions de limite se comportent bien vis a vis de la conver- 
gence uniforme : 

Propriete : Soit L une notion de limite en sur I'algebre A. Si (/„) est 
une suite de fonctions de A convergeant uniformement vers une fonction g 
de A, alors lim„^+oo -^(/n) = L{g)- 

Demonstration : Pour tout e > 0, il existe un entier N tel que pour 
tout n>N,g — e<fn<g + £- Alors L{g) — e < L{fn) < L{g) + e, ce qui 
correspond a notre conclusion vus les quantificateurs. 



On montre maintenant que les notions de limite de I'algebre A existent. 
Malheureusement, la construction fait appel a I'axiome du choix, ce qui rend 
tout calcul effectif tres difficile. On va construire une telle notion de limite 
en 0. 

Soit F le filtre des voisinages de zero dans ]0;+oo[, et U un ultrafiltre 
contenant U. L'axiome du choix assure I'existence de tels ultrafiltres. Soit 
/ une fonction bornee de ]0; +oo[ dans disons [— M;M] C R. Alors le filtre 
image de U est un ultrafiltre de [— M; M] qui est compact : il est convergent 
vers un reel L{f). On a done L(f) = limjj f{x), et U plus fin que F. On voit 
alors que L est un morphisme croissant d'algebres. Puis, si limsupj._^o /(^) = 
a, pour toute fonction g tendant vers 6 > a, il existe un voisinage de tel 
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que f{x) < g{x) sur ce voisinage. U etant plus fin que F, on en deduit que 
L{f) < b pour tout b > a = limsup^^Q /(x), done L{f) < limsup3._^o /(^)- 
De meme, on montre que L{f) > liminfa;^o fi^)- 
On a done demontre le theoreme suivant : 

Theoreme : II existe des notions de limite en zero dans I'algebre des 
fonctions bornees sur ]0;+oo[. Leur construction fait appel a I'axiome du 
choix. 

2 Mesures de probabilite topologiquement compa- 
tibles sur un espace metrique compact 

Notations 

Precisons quelques notations pour la suite. Si A est une partie d'un espace 

o 

topologique, on note A son adherence et A son interieur. On note aussi 

o 

Fr{A) la frontiere de A : Fr{A) = A\ A- Dans un espace metrique, une 
boule ouverte de centre x et de rayon r est notee B{x;r). Son equivalent 
ferme est note Bf{x,r). De plus, le complementaire d'un ensemble A dans 

un ensemble B qui le contient est note Cg. Enfin, on ecrit P pour {x G 
K/3y G P/d{x;y) < 6}, oil P est une partie de K. C'est la (5-saucisse de 
Minkowski de P. 

2.1 Construction de nos mesures 

Dans cette section on munit tout espace metrique compact non vide 
d'une mesure de probabilite borelienne telle que pour tout couple d'ouverts 
particllcmcnt isomctriqucs U et V, la mesure dc U ct ccllc dc V soicnt cgales. 
Cette construction depend seulement du choix d'une notion de limite en 
sur I'espace des fonctions bornees de ]0; +oo[ dans R. On se donne done des 
maintenant une telle notion de limite L, qui sera fixee dans toute la suite de 
Particle. 

Clarifions cette notion d'isometric partiellc entre ouverts. (j) : U V 
etablit une isometric partielle entre les ouverts U et V si c'est une isometric 
definie sur U et d'image V. II est important de remarquer que la construction 
d'une mesure qui vcrifie la propriete d'invariance enonccc pour les isometrics 
giobalcs, c'est a dire dcfinics sur tout Ic compact, n'a ricn d'cxceptionncl. On 
pent en effet construirc une telle mesure grace au procede suivant. Si G est le 
groupe des isometrics (globales) d'un espace metrique compact non vide K, 
muni de la topologie de la convergence uniformc, par Ic theoreme d'Ascoli, 
c'est un groupe topologique compact. On considcre alors fi la mesure de Haar 
normalisee pour etre de probabilite sur G ct, pour x un point de K, la 
mesure image par I'application orbitale g ^ gx de G dans K. Alors est 
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une mesure de probabilite sur K invariante par les isometries globales de K. 
Je remercie M. Paulin de I'Universitc Paris-Sud pour cette remarque. 

Expliquons maintenant en quoi les applications veritablement inter es- 
santes pour des proprietes d'invariance dans les espaces metriques generaux 
ne sont pas les isometries globales mais les isometries partielles (entre ou- 
verts). Rcgardons par exemple le segment [0; 1] : il n'y a que deux isometries 
globales (I'identite et la symetrie autour de 1/2). Neanmoins, il y a beaucoup 
d'isometries partielles interessantes. Les boules sufRsamment petites sont en 
effet en relation par de telles isometries partielles. Le caractere "homogene" 
de cet espace en dehors de et 1 est traduit par le groupoi'de forme par ces 
applications partielles. 

La bonne notion a considerer est done celle des isometries partielles. 
Cependant, si Ton regarde ces isometries pour les boreliens quelconques, 
I'existence d'une mesure de probabilite invariante pour tout espace metrique 
compact non vide est clairement mise en defaut. II suffit pour cela d'observer 
le compact suivant : {^,n G N} U {0}, muni de la distance induite par 
celle de R. II est denombrable, et toutes ses parties a un element sont des 
boreliens en relation par des isometries partielles. Du coup, la cr-additivite 
empeche I'existence d'une mesure de probabilite convenable. Cependant, si 
Ton demande seulement I'invariance par isometric partielle pour les ouverts, 
on voit facilement que le Dirac en convient. On pent d'ailleurs montrer que 
cette mesure est dans cc cas la seule a verifier les conditions rcquises. 

Ce qui m'a initialement motive pour la recherche et la demonstration de 
ce resultat provient d'un travail que j'ai commence il y a maintenant quelques 
annees port ant sur les equations differentielles ordinaires dont le champ de 
vecteur est seulement suppose continu. II est connu que dans ces conditions, 
les solutions de I'equation differentielle existent, mais qu'elles ne verifient pas 
de propriete d'unicite simple. On pent done voir un tel systeme dynamique 
"deterministe" (au sens de son formalisme), comme un systeme dans lequel, 
etant donne une condition initialc, revolution tcmporelle est "aleatoire", sans 
pour autant qu'aucune structure probabiliste vraiment naturelle ne soit fixee 
a priori. J'ai alors cherche a mettre en place une notion de processus sto- 
chastique adapte a ce systeme dynamique, a la fois au sens de la geometric 
du champ de vecteurs, et au sens de sa structure temporelle (par exemple, le 
caractere autonome de I'equation doit se repercuter en terme de propriete de 
Markov du processus). Puis, I'objectif est de montrer I'existence d'une telle 
structure pour toute equation differentielle ordinaire, et enfin d'etudier I'uni- 
cite. Ce projet de recherche est encore loin d'etre acheve, mais la construction 
decrite dans cet article donne un point de depart interessant pour ce travail. 
En outre, le theoreme decrit ici a selon moi des applications notables hors 
du champ de cette motivation initiale. 

Venons-en a notre construction et fixons quelques notations supplemen- 
taires : K est I'espace metrique compact non vide considere, et si A est une 
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partie de on note N[A;£) la borne inferieure des cardinaux des recou- 
vrements de A par des boules ouvertes de rayon e et ayant pour centres des 
elements de A. Vu que K est compact, ce nombre est fini, et vu que c'est 
un entier, cette borne inferieure est atteinte par un certain recouvrement. 
On parle de £-recouvrement minimal de A, pour abreger I'expression exacte 
qui est plutot "recouvrement de cardinal minimal par des boules ouvertes de 
rayon e et de centres pris dans A". 

En outre e i-> N{A; e) est clairement une application decroissante, et si 
A C A', N{A;e) < N{A';£) (ces deux points se demontrent facilement). De 
plus, e n(k'^£) bornee. On pent done calculer la notion de limite L en 
de cette fonction de e. 

L 'esprit de la construction qui va suivre est le suivant : pour une partie 
A de K, la mesure de A est en gros lim£_j.o ^j^^- Bien sur, on va utiliser 
la notion de limite L que Ton s'est donnee pour donner du sens a la limite 
precedente. On pent montrer ici le cas d'un compact K et d'une partie A 
telles que lim£_!.o f^l^x'^e) ii'cxiste pas. L'exemple que je donne ici est une 
version en dimension 1 de la situation que M. Drouin m'a signalee. Le fait 
d'avoir exhibe de tels exemples m'a convaincu d'abandonner I'idee d'utiliser 
une limite traditionnelle, ce qui a pour consequence que la canonicite de 
notre construction semble a premiere vue hors de portee. 

Notons Aq = [0;1], puis An etant suppose construit, notons An+i = 
An n {x e [0; l]/3p G N/\x - < - ^} si n = 2k est pair, 

et An+i = Ann{x G [0; l\/3p G N/\x-j^^^^\ < ^^kUlk+i - e^k+i} sin = 
2k + 1 est impair. Ce procede consiste a iterer alternativement deux etapes 
elementaires, sur le modele de la construction des ensembles de Cantor. On 
considere le compact A = f]^An. On montre que N{A; ^^k+i^k ) = T^+^S'^ 
et que N{A; yjj^^k ) = 7^3^. Ceci se dcmontre en revenant a la definition de 
la fonction N(A; .) et en prenant soin d'observer que pour chaque intervalle 
elementaire de I'un des An, le milieu de cet intervalle appartient a A. Ce 
dernier point resulte des choix des constantes 13 et 5. (Voir schema) 

De meme, notons Bq = [0;1], puis i?2A:+i = H {x G [0;l]/3p G 
N/|x - Y^t^ < - ^} et B2k = B2k-i n {x G [0; l]/3p G 

N/l X — i3fc^i5fc+i — i3fc+i5fc+i — ggfc-i-i }• On a ainsi defini une suite decrois- 
sante de compacts avec le meme procede que ci-dessus, mais en commengant 
par I'autre etape. On note alors B = 2 + Bn, et K = AU B (c'est bien 
un compact). On montre que N{B; ^^^k+i^k ) = 7^3^^^ (il y a ici une diffi- 
culte : remarquer que I'on a besoin de 3 intervalles ouverts d'amplitude ^ 
pour recouvrir a minima un intervalle ouvert d'amplitude | — ^) et que 
N{B; j^) = 7>'3K 

Done (^77^-311113)^ const ante egale a I, et ( l,,'J' ^''V ^^ )k est egale 

a 1. 
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Les premieres etapes de la construction de I'ensemble fractal fournissant un 

contre-exemple . 



Supposons alors que e i— )■ jy^^^'.^^ admette une limite / en zero. Alors 
N{K;£) = N{A;£) + N{B;£) pour e assez petit, car A ei B sont positi- 
vement disjoints dans K. Done : lim^^^o n^^% = l™£->-0 N{A^e)+N{B-e) = 
lim£_^o — N(B-e) = ^ et lim£_>.o existe, ce qui est absurde. 

N{A;s) ^ 

II est done bien neeessaire d'utiliser une notion de limite generalisee pour 
donner du sens a I'ecriture lim£_>.o ^l^'-^s) P^^^ toute partie A d'un compact 
quelconque K. 

On pent constater sur des exemples que cette definition de la mesure de 
A est souvent tres satisfaisante. En effet, dans les espaces metriques com- 
pacts non vides, il existe une probabilite telle que beaucoup de parties bo- 
reliennes A ont une mesure egale a lim£_^o N(K^e) ^ defaut d'existence, 

a Lg-^o^^^^)- On pent par cxcmple considerer I'intervallc [0; 1] muni de la 
mesure de Lebesgue, et ses intervalles. Cependant, cette limite nc convient 
pas en general. Pour s'en convaincre, on pent regarder I'exemple suivant : 
K = {^,n G N*} U {0}. Ce compact est denombrable, et on montre fa- 
cilemcnt que la limite prcccdente vaut sur tous les singletons de K. Du 
coup, la limite prcccdente nc dcfinit pas une mesure. Ceci vicnt du fait que 
les symboles lim et ^ ne commutent pas. On va done utiliser cette "limite" 
Lg_j.o j^l^'.g) sur un ensemble de parties plus petit que P{K). 

Avant a'aborder ce point, on commence par donner un resultat concer- 
nant N{.;e). 

Lemme : Solent A et B des parties de K. Alors : N{A;e) + N{B;£) — 
2N(A^ n B^; s) < N{A UB;e)< N{A; s) + N{B; s) pour tout e < 6/2. 

Demonstration : La deuxieme partie de I'encadrement est evidente car 
si I'on reunit un e-recouvrement minimal de A et un de B, on obtient un 
e-recouvrement de Au B. 

,5 

Pour I'autre partie de I'encadrement, on ecrit : AU B = {A \ B ) U 
{B \ A") U{An B") U (S n A). Done, avec les hypotheses de I'enonce : 
N{A\JB;e) > N{{A\B^)u{B\A^), e) = N{A\B\e)+N{B\A\e).'EiieSet, 
si une boule d'un e-recouvrement minimal de {A\B )U (-B\^ ) a son centre 
dans A, ellc ne rencontre pas B \A (a cause de I'hypothese e < 6/2). Elle 
est done inutile pour recouvrir ce deuxieme ensemble. On pent faire la meme 
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g ,5 

remarque en permutant A et B. Puis : A = {A\B )U{Ar\B ), done N{A; s) < 
N{A\B^; e)+N{AnB^; s), et de meme N{B; e) < N{B\A^; e)+N{BnA^; e). 
Done N{A UB;e) > N{A; e) + N{B; e) - N{A n B^; s) - N{B nA^;e)> 
N{A; e) + N{B; e) - 2N(A^ n B^) par croissance de A N{A; e). 



Lemme ; Soient A et B des parties disjointes de K. Pour tout a > 0, il 
existe un (5 > tel que 

Demonstration : Si ce n'etait pas le cas, pour tout entier n non nul, il 
existerait un x„ dans A Ci B \ Fr{A) . On pourrait done en extrairc 
une sous suite que I'on va encore noter (a;„) convergeant vers un certain x de 
K, telle que d{x; A) = 0, d{x; B) = et d{x; Fr{A)) > a (passer a la limite 
dans les inegalites qui definissent les differents ensembles). C'est absurde. 



Definition : Notons M I'ensemble des parties A de K telles que 



5-^0 N{K\£) 

Proposition, Notation : M est une algebre de parties, et si A appar- 
tient a M, Lg_^o ( j^(^'.g) ) existe. On la note m{A). 

Demonstration : Vu que pour toutc partie A, Fr{A) = Fr{C^), M 
est stable par passage au complementairc. Puis, comme pour toutes parties 
A et B, Fr{A U B) C Fr{A) U Fr{B), et pour tout 6 > 0, Fr{AU Bf C 
Fr{A) U Fr{B) , avec une inegalite du premier lemme : 



N{Fr{AuB) -e) ^ N{Fr{A) -e) ^ N{Fr{B) ;e) 



N{K;£) - N{K-£) N{K;e 
done 

^ N(Fr(A[JBf;s) 

<5^o N{K;£) 



^ ^ N{Fr{A) -,6) ^ N{Fr{B) ■,e) ^ ^ 

5-5-0 N{K;e) s^o N{K;e) 

et on voit que M est stable par reunion finie. De plus, il est clair que € M. 
M est done une algebre de parties. 
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M est une algebre de parties A pour lesquelles Ls^q{ ^^j^'^ ) a un com- 
portement voisin de celui d'une mesure. En effet : 
Proposition : m est finimcnt additif sur M. 

Demonstration : Soient ^ et i? des parties disjointes appartenant a 
M. Avec un lemme precedent, pour tout a > 0, il existe un 5 > tel que 

Alors : 

N{A; e) + N{B; e) - N{Fr{Af; e) < N{A UB;e)< N{A; e) + N{B; e) 

pour tout a > et tout e > assez petit. II suffit alors de diviser par N{K; e) 
et de prendre L^^q, puis d'appliquer liniQ^o- 

■ 

Mais, a ce stade, on est encore loin de disposer d'un veritable mesure. En 
effet la cj-additivite sur M semble difficile a montrer. De plus, le lemme sui- 
vant montre que le comportement de cette fonction d'ensembles ne convient 
pas. 

o 

Lemme : Soit P un element de M. Alors P et P sont dans M et m{P) = 

o 

m{P) = m{P). 

Demonstration : Si P est dans M, Fr{P) est dans M qui est une 

o o 

algebre, done P et P aussi. Puis, comme m{Fr{P)) = 0, m{P) = m{P) < 
m{P) < m{P). 



Ce lemme et son futur analogue nous seront utiles dans la suite de la 
demonstration. 

Pour voir que ce resultat interdit tout prolongement de m a la mesure que 
I'on vise, on pent a nouveau considerer K = G N} U {0}, et P = {0}. 

La mesure que I'on cherche a construire dans ce cas precis (le Dirac en 0) ne 
verifie pas la condition du lemme. 

En outre, une autre difficulte se presente a cause de la definition de 
I'algebre M : la mesure visee presente des proprietes qui utilisent de fagon 
essentielle les ouverts de K, et on pent facilement creer des situations ou 
des ouverts de K ne sont pas dans M. On pent par exemple considerer le 
segment [0; 1] La mesure que Ton veut construire est dans ce cas la mesure de 
Lebesgue restreinte a [0; 1] (on pent le demontrer par des decoupages de [0; 1] 
en des segments a bornes dyadiques, puis en calculant la mesure des segments 
quelconques par reunion disjointe). Considerons I'ouvert O complementaire 
d'un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue non nuUe (ensemble de 
Cantor gras). O a alors une frontiere de mesure non nuUe, ce qui interdit 
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qu'il appartienne a M. On contourne ce type de difficultes par la definition 
suivante. 

Definition : On pose pour toute partie P de K : 

m'{P) = supm{U), 

u 

ou le suprcmum est pris sur les elements U de M tels que U d P. 
II est clair que m' est monotone. 
Lemme : m'{K) = 1. 

Demonstration : Deja, m'{K) > 1 en prenant la famille (iiT, 0, 0, 0, ...) 
en guise de {Ui)i. Puis m'{K) < 1 comme supremum de nombre inferieurs a 
1. 



Voila un resultat qui indique que Ton travaille dans la bonne direction. 
Proposition : m' est additive sur les families finies d'ouverts disjoints 
de K. 

Demonstration ; Solent O et O' des ouvcrts disjoints de K. Solent U 
et U' des elements de M tels que U C O et U' C O', avec m'{0) < m{U) +e 
et m'{0') < m{U') +e pour un e > fixe. Alors UUU' est un clement de M 
inclusdans OUO'. Done : m'(OuO') > m{U)+m{U') > m'{0)+m'{0')-2e. 
e etant quelconque, on a la sur-additivite disjointe pour les ouverts. 

Montrons maintenant la sous-additivite de m' pour les ouverts disjoints 
de K. Solent U un element de M tel que U C OuO' et m'(OuO') < m{U)+e. 
Le lemme suivant montre que O Ci U et O' Ci U appartiennent a M. Done 
m'{0 U O') < m{U) + e< m{{0 nU)U {O' n C/)) + e < m(0 n C/) + m{0' n 
[/) + £< m'{0) + m'{0') + £. Ceci etant vrai pour tout £ > 0, on a le resultat 
attendu. 



Le lemme suivant a une importance centrale dans la construction de notre 
mesure. 

Lemme : Solent O et O' des ouverts disjoints de ii' et P un element de 
M contenu dans O 11 O' . Alors O Pi P est dans M. 

Demonstration : Sous ces hypotheses, on a Fr{OriP) C Fr{P). Soit en 

o 

effet X dans Fr(OnP). Alors x £ O r\ P <Z P . Montrons alors que si x GP et 

o 

X G OnP, x G pTw =P n d=P no. Il sufflt done de montrer que x G O. 

xGOTiPn PC On pcon(ouo') = (ono)u(ono') = ou(ono'). 

Or O ct O' sont des ouverts disjoints, done O n O' = 0. 

Done Fr{0 n P) C Pr(P). Comme P est dans M, O n P aussi. 
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II semble done que nous ayons leve la diffieulte residant dans le fait que M 

se comporte mal vis a vis des ouverts. Cependant, le lemme suivant montre 
que I'objectif n'est pas encore atteint, puisque m' n'est toujours pas la mesure 
que nous souhaitons. 

o 

Lemme ; Soit P une partie de K. Alors m'{P) = m'{P) = m'{P). 

o 

Demonstration : On a deja par monotonie : m'{P) < m'{P) < m'{P). 
Soient e > 0, et C/ un element de M tel que U C P et m'{P) < m{U) + e. 
Par Ic Icmmc suivant, on pcut voir que Fr{U \ Fr{P)) C Fr{U). Done 
U \ Fr{P) est dans M et m{U \ Fr{P)) = m.{U) - m,{U H Fr{P)) = m{U) 
ear m{U Fr{P)) < m{Fr{P)) = 0, toujours avce Ic lemme suivant. Done 

o 

m'{P) < m{U\Fr{P)) + e. Or U\Fr{P) est un element de M inclus dans P. 

o o 

Done : m'{P) < m'{p) + e. Ceci etant vrai pour tout e > 0, m'{P) < m'{P), 
et on a la conclusion. 



Lemme : Soit P CQ. Alors P n Fr{Q) C Fr{P). 

Demonstration ; Le fait que P H Fr{Q) C P ne pose pas de probleme. 

o o 

Soit alors x dans P. Alors x gQ, done x Fr{Q), done x P n Fr{Q). 



On a en fait un resultat complement aire de I'additivite sur les ouverts 
disjoints. C'est une propriete essentielle pour la fin de la construction. Sa 
demonstration utilise le fait que pour les ouverts de K, m!{0) = m!{0). 

Lemme : Soient O et O' des ouverts de K. Alors m'(OuO') < m'{0) + 
m'{0'). 

Demonstration : 

m'(0) + m'(O') > 



m'{0) + m'{0' \0) = m'{0 H O' \ O) = m'{0 H O' \ O) > 
m'{0 U O') = m'ip U O'). 



En effet, O etO'\0 sont des ouverts disjoints, et O U O' C O H O' \ O. 

o 

Montrons ce dernier point : O d OHO' \ 0. Soit done x dans O' \ O. II 
existe une boule de centre x et de rayon strictement positif incluse dans le 
complementaire de O, et une suite x„ de points de O' tendant vers x. Done 
a partir d'un certain rang, les Xn appartiennent a la boule precedente. Done 



xeO'\0 = 0'\0. 



10 



On arrive maintenant a la derniere etape de notre construction. La fonc- 
tion d'ensembles m' semble avoir des proprietes correctes vis a vis des ouverts 
de K, mais elle ne fonctionne pas bien vis a vis des autres boreliens. Mais la 
mesure cherchee est une probabilite borelienne dans un compact metrique. 
Elle est done reguliere, ce qui veut dire que le simple fait de la connaitre sur 
les ouverts permet de la reconstruire sur toute la tribu de Borel. On pose 
done la definition suivante pour atteindre notre objectif, en s'inspirant de la 
construction des mesures de Hausdorff. 

Definition : On pose pour toute partie P de K : 

'I 

ou la borne inferieure est prise sur la famille des suites au plus denombrables 
d'ouverts tels que P C |Jj -Bj. 

Cette definition de en fait une mesure exterieure (voir j4i page 194]) : 

Definition : Si E est un espace metrique, une mesure exterieure \i sur 
E est une application de P{E), I'ensemble de toutes les parties de E, dans 
[0; +00] telle que : 

- m(0) = 0, 

" A*(Un-^") — X]n^(-^") Poui' toute famille denombrable de parties 
de E, 

- est croissante. 

Proposition : Si F est un recouvrement d'un espace metrique E, et 
/ : F — 7- [0; +00] une application, alors la fonction fj, definie par : 

- fi{A) = inf{X:„/(i^n),i^n e F,Ac Un^n}' si ^ / 0, oii F„ est une 
famille denombrable, 

- /u(0) = 0, 

est une mesure exterieure. 

On va alors appliquer le theoreme des mesures exterieures metriques que 
Ton pent trouver dans jJl page 195]. Montrons pour cela quelques lemmes. 
Lemme : fJ.{K) = 1. 

Demonstration : Deja, il est clair que ij-{K) < m'{K) = 1, car K est un 
ouvert contenant K. Soit alors e > 0. Si (-Ej)j est une famille denombrable 
d'ouverts recouvrant K telle que ^i{K) > — e, vu que K est 

compact, on pent en extraire un sous recouvrement Oi fini. Alors iJ,{K)+e > 
'^im'{Ei) > Y^i'm'{Oi) > rn'{\J^Oi) = m'{K) = 1, grace a un lemme 
precedent. Done, comme e est quelconque, n{K) > 1. 
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Lemme : fi est metrique, c'est a dire que si P et P' sont des parties 
positivement separees, fi{P U P') = ^{P) + fJ-iP')- 

Demonstration : Vu que /i est une mesure exterieure, il sufHt de mon- 
trer que /i(PU P') > + fJ,{P'). Soit done 5 > 0, et {Ei)i est une famille 

denombrable d'ouverts recouvrant PUP' telle que n{PUP') > m'{Ei) — e. 
P et P' etant positivement separes, il existe deux ouverts O et O' disjoints 
contenant respectivement P et P'. Alors, pour tout i, EiCiO et EiCiO' sont des 
ouverts. P est reconvert par les Ei H O, et de meme, P' est reconvert par les 
EiHO'. Done : fi{PUP') > J2im'{Ei)-e > ^im'{{EinO)U{EinO'))-£ = 
Y,i m'{Ei n O) + m'{Ei nO')-e> n{P) + /i(P') - e. Ceci etant vrai pour 
tout e > 0, on a le resultat attendu. 



H est done une mesure exterieure metrique sur K. Par le tlieoreme des 
mesures exterieures metriques, on en deduit que c'est une mesure borelienne 
sur K. Rappelons ici ce tlieoreme demontre dans [1] [pages 195-199]. 

Theoreme : Soit E un espace metrique. Si est une mesure exterieure 
metrique sur E, c'est une mesure de Borel. 

On salt de plus que fJ-{K) = 1, done fi est une probabilite borelienne sur 

K. 

Theoreme : Sur tout compact metrique non vide, il existe une mesure 
de probabilite borelienne telle que pour tout couple d'ouverts partiellement 
isometriques C7 et V, la mesure de U et celle de V soient egales. On note 
cette probabilite /i^, on fix si le choix de la notion de limite L est fixe 
une fois pour toute. Ce procede de construction est canonique, une fois la 
notion L fixee, an sens ou si K et K' sont des compacts isometriques, les 
deux mesures construites sur K et K' sont images I'une de I'autre par cette 
isometric. En outre, si U et V sont des ouverts isometriques de K, et A 
et B deux boreliens de respectivement U et V en relation par cette meme 
isometric, leurs mesures sont egales. 

Demonstration : II reste simplement a demontrer les proprietes d'in- 
variance par isometric. Soit (p une isometric entre K et K' des compacts. 
II est clair que si A et B sont des parties isometriques respectivement de 
K et K' via 0, pour tout e > 0, N{A] e) = N{B; e) (faire une double in- 
egalite). Done Mk et Mx' sont en bijection via (p, et si A est dans Mk 
mK{A) = mx'(0(^))- Puis par double inegalite, m'j^{0) = m'j^,{4>{0)) pour 
tout ouvert O de K. Alors ^k{F) = fJ,K'i4>iE)) pour toute partie F de K 
(encore une double inegalite), et done fix et la mesure image de pa-r 4>~^ 
sont egales. 

Par ailleurs, si U et V sont des ouverts de K partiellement isometriques 



12 



via ip, on montre de la meme fagon que si £ < d{F; C^) 



N{F;e)=N{i;{F);e) 



ou F est une partie positivement incluse dans U. On utilise le terme posi- 
tivement inclus pour dire que d{F; C^) > 0. Les £-recouvrements de F et 
V'(-F) sont en effet isometriques pour e assez petit. 

Done pour A positivement inclus dans U, A E Mk ^ V-'(^) S Mk (les 
frontieres Fr{A) et _Fr(V-'(^)) sont positivement incluses dans respectivement 
U et V) et mK{A) = rriKiH^))- 

Par double inegalite, on montre alors que pour tout ouvert O positive- 
ment inclus dans U, m'{0) = m'{ip{0)). 

Puis , pour tout ouvert O positivement inclus dans U, 



ou les Ei forment une suite denombrable d'ouverts tels que O C Ui-^i- 

Mais alors, les Ei Ci O forment une suite denombrable d'ouverts tels que 
O = Uj n O. Done le calcul de //(O) pour O ouvert pent se faire avec des 
Ei inclus dans O. On en deduit que /x(0) = par double inegalite 

pour les ouverts O positivement inclus dans U. 

Montrons alors que U et V ont meme ^u-mesurc. II sufRt pour ccla de 
montrer que pour tout a > 0, il existe un r > tel que lJ,{Pr) < a et 
fi{ip{Pr)) < a, ou Pr = {x e K/0 < d{x; C^) < r}. En effet, Pr est bien un 
borelien comme intersection d'un ouvert et d'un ferme, et U \ Pr est alors 
un ouvert positivement inclus dans U. 

n„ Pi/n st Hn ^i-^i/n) sont dcs intersections decroissantes vidcs de bore- 
liens, done les suites /^(-Pi/n) et iJ,{ip{Pi/n)) tendent vers 0, ce qui nous donne 
la propriete necessaire. On a done bien fi{U) = Ijl{V). 

Finissons maintenant en montrant que sous les hypotheses du theoreme 
les parties A ct B sont dc meme mcsurc. Comme fix est une mesure de pro- 
babilite borelienne, elle est reguhere, done nxiA) = inf^^^ ouvert 
et fiK{B) = infecO' ouvert I^k{0'). En considerant les ouverts sous la forme 
One/ et O' n T^, on pent ecrire : nxiA) = inf acOcU fJ'K{0), et ij,k{B) = 
inf^cO'cV Mx(O')- P^is en utilisant la propriete precedente d'invariance par 
isometric pour les ouverts : 



oil ip est I'isometrie partielle consideree entre U et V. On montre de meme 
I'inegalite dans I'autre sens, ce qui donne la conclusion. 



H{0) = inf ^m'(Sj) > ini^ m'{Ei n O), 
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2.2 Quelques proprietes verifiees par nos probabilites 

On donne maintenant quelques proprietes de cette mesure, ou plus exac- 
tement du foncteur de la categorie des espaces metriques compacts non vides 
dans la categorie des espaces metriques compacts mesures par la probabilite 
que nous avons construite, a notion de convergence L fixee. On precisera par 
la suite les bons choix de morphismes pour ces deux categories. 



2.2.1 Des inegalites pour certains boreliens. Des consequences 
pour I'algebre M. 

Notre construction donne pour I'instant beaucoup dc satisfaction, mais 
elle presente un defaut majeur : dans une situation pratique, lorsque I'on se 
donne un espace K particulier, le calcul des mesures des boreliens semble 
tres difficile. L'utilisation de la definition parait en effet generalement trop 
complexe pour ctrc cfficacc. On donne dans cette section des elements pour 
rendre ce calcul plus accessible. 

Proposition : En utilisant les notations du debut de cette partie, on a 
pour tout ferme A de K : 



De plus, pour tout ouvert O de K, 



N(A;s) 



Demonstration : Commengons par montrer que pour tout ouvert O, 
-^^-s-o^^F^ — I^k{0). II suffit pour cela de choisir dans la definition de 
Hk{0) le recouvrement constituc de O seul. Alors ij.k{0) < m'{0). Puis, il 
est clair que m{U) < L^^q N(K'^e) P^^^ tout U de M inclus dans O, done 



en passant a la borne superieurc, ct done L^^q > fiKiO). 

Montrons maintenant I'autrc inegalite. Soit A un ferme. On a claircmcnt 
HneN ^ = ^, et tons les ensembles consideres sont des fermes. Done pour 
tout (5 > 0, il existe un a > tel que ij.k{A ) < Hk{A) + 6. Et est un 
ouvert. Done : 

L.^o ^^^g '"^ > fiKicf) = 1 - MA'') >l-d- i^KiA). 
N{K;£) 



14 



Or, si £ < a/2, N{c£ -e) + N{A-e) < N{K;e), done : 

N{cf;e) ^ N{A;e) 
N{K;e) " N{K;e)' 

En passant a la limite inferieure quand e tend vers 0, 

1-6- ^^KiA) < L.^o^^^ < 1 - ^.-0^^^. 

Done : L^^q n\k% ^ + I^k{-^), et eeei etant vrai pour tout (5 > 0, on en 
deduit I'inegalite eherehee. 



Proposition : Toujours en utilisant les notations de ce paragraplie, on 
a pour toute partie P de if : 

P e M iJ.K{Fr{P)) = 0. 
Demonstration : Montrons le sens direet : soit P dans M. Alors 

o 

r<5 



<5->o N{K; e) 



Mais Fr{P) est un ouvert qui eontient Fr{P), done avee la proposition 
preeedente. 



iXK{Fr{P)) < fiK{Fr{P) ) < L,^o 



N{Fr{P) ;e) 
N{K;e) 



pour tout 5 > 0, d'ou la conclusion en faisant tendre 5 vers zero. 

Montrons maintenant la reciproque : soit P une partie de K telle que 
liK{Fr{P)) = 0. On a n5>o Fr{P)^ = Fr{P). Done pour tout a > 0, il 

^ ^ 

existe un 5 > tel que iJ,K{Fr{P) ) < a. Or Fr{P) est ferme, done avee la 
proposition preeedente, a > iiK{Fr{P) ) > L^^o^^^^^^/^^j^- Done 



^ N(Fr(P) ;£) 



et P appartient a M. 
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La recherche de parties de M pcut done sc faire avec la methodc sui- 
vante : il suffit de choisir un bon candidal, disons A. Ensuite, on idcntifie 
sa frontiere, que I'on recouvre par dcs morceaux en cardinal denombrable, 
tels que chaque morceau puisse se plonger par des isometries partielles un 
nombre arbitrairement grand de fois dans K, de fagon disjointe. Etant assu- 
res de I'existence de ^k, ceci nous montre que chacun de ces morceaux est 
de mesure nuUe, ce qui montre que la frontiere de A est de mesure nulle. 
Cette methode revient a montrer que Fr{A) est intrinsequement negligeable 
(voir apres). On en deduit alors que cette partie de K est dans M. II s'avere 
que Ic calcul de ^k{P) est notablement simplifie si P G M. 

Proposition : Avec les notations du paragraphe, si P appartient a M, 

Demonstration : Si P appartient a M, iJ,K{Fr{P)) = 0. Done : 

et _ 
On en deduit I'egalite cherchee. 



Le probleme est alors maintenant de montrer que les parties de M sont 
suffisamment nombreuses. 

Lemme de densite : Soit K un compact metrique non vide, P une par- 
tie de K. Alors {r > 0/{x G P/d{x; C^) > r} G Mk} est le complementaire 
d'une partie denombrable. De meme, {r > 0/P G Mk} est le complemen- 
taire d'une partie denombrable. En particulier, pour toute inclusion F C O 
avec F ferme et O ouvert, il existe une partie P de Mk contenue dans O et 
contenant F, et Ton pent choisir P fermee ou ouverte. 

Demonstration : Notons Fr = {x e P/d{x;C^) = r}. Soit pour tout 
£ > 0, = {r > Q/i^{Fr) > e},. 

II est clair que Ef, est fini. En effet, si contient plus de E{l/e) + 1 
elements, comme les Fr sont disjoints, n{K) = 1 > X^^eEe l^{Pr) > + 
1)£ > 1, ce qui est absurde. 

Done, comme pour tout r, Fr{{x G P/d{x;C^) > r}) C Fr, on en 
deduit que les elements de {r > 0/{x G P/d{x; C^) > r} G Mk} sont dans 

^]o"-Hxi[" ^^^^ complementaire d'un ensemble denombrable. 

Pour le dernier point, si O 7^ i^, on pose 6 = d{F,Cj^) > 0. II suffit de 
choisir un r dans C'jQ.'^^^"n]0; 5[ et prendre P = {x £ 0/d{x:C^) > r} ou 
P = {x G 0/d{x;C^) > r} suivant que Ton veut un ferme ou un ouvert 
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est en effct definie et continue dcs que / 0)- Si O = K, 
on distingue le cas ou F = K qui ne pose pas dc problcmc (K G M), et le 
cas F ^ K. Dans cette derniere situation, il suffit de choisir un x & K \ F 
et d'utiliser le resultat precedent avec F et K \ {x} qui est ouvert. 

Montrons maintenant le resultat pour {r > G Mk}- K\P est un 

ouvert, et pour tout r > 0, C'^ = cj^^e^/'^(^;-P)<'^} = ^ C^/d{x;C^^) > 
r}. II suffit done d'appliquer le resultat precedent a 

■ 

On dispose done des lors d'une methode simplifiee pour calculer la mesure 
d'un borelien : il suffit trouver une suite dc parties de M de mesures connues 
approchant le borelien par en-dessus (la meillcurc situation etant celle ou la 
notion de limite L se simplifie en une limite classique). La regularity de /ik 
permet alors de dire que la mesure du borelien est la limite des mesures des 
elements de cettc suite dc parties dc AI. Cette methode prend une forme 
particulierement simple dans le cas des fcrmes. 

Proposition : Soit K un espace metrique compact. Alors, pour tout 
ferme F de K, 

, . N(F^;e) 

Demonstration : Le lemme de densite de M permet de dire que I'en- 
semble C des 6 > tels que F ne soit pas dans M est denombrable. Done, 

on a pour 6 ^ C, fi.K{F^) = L^^o^^j^^. Or, n5>o = F, et cette inter- 
section est decroissante. II est done possible de choisir une suite decroissante 
tendant vers zero de S hors de C, disons (5„), avec HneN ~ F- Alors : 



IJ,k{F) = lim ij,k{F )= lim L^^q — r- = limL£-^o- 



„^+oo^^^ ' n^+oo N{K;e) S-^o "'^'^ N{K;e) 

par decroissance de S t-^ L^^q ^(K-e) • 



Cette propriety de la mesure /j, pour les fermes permet d'enoncer le theo- 
reme suivant en utilisant la regularity des mesures boreliennes finies. Cette 
formulation a I'avantage de ne pas utihser I'algebre M. 

Theoreme : Soit K un espace metrique compact. Pour tout borelien B 
de K, 

Ij.k{B) = sup limL£_^o- 



FcB,F feime^^^ ^i-^'^^) 
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La technique presentee ci-dessus est lourde a mettre en place, malgrc son 
avantage de grande generalite. Dans des cas tres simples, il est preferable 
d'utiliser les proprietes caracteristiques de hk (u-additivite et invariance 
par isometric partielle entre ouverts) pour calculer la mesure d'un borelien. 
Cependant, on touche la a un point difficile : avec cette technique alternative, 
on montre que pour toute mesure ji^, la mesure du borelien en question a 
une valeur bien determinee, independante du choix de la notion de limite L. 
Cette methode ne pent done etre generale. 

2.2.2 Compatibilite avec le produit 

Proposition : Solent A et B des compacts. On munit ^4 x S de la 
distance produit. Soit £ > 0. Alors : N{A x B;e) = N{A;s)N{B;e). 

Demonstration ; Si R est un recouvrement de A par des boules ouvertes 

de rayon e, et si R' est un tel recouvrement de B, la famille formee des produit 
d'une boule de R et d'une boule de R' est un recouvrement de Ax B. Done : 
N{A xB;e)< N{A;e)N{B;s). 

Soit alors {Bi} un e-recouvrement minimal de ^ x 5 par des boules 
ouvertes. Posons pour une partie E de Ax B, Px{E) = {y G B/{x;y) G E} 
on X £ A, et qy{E) = {x G A/[x]y) G -E} ou y G B. Alors pour tout 
X de A, Px = {px{Bi) /px{Bi) ^ 0} est un recouvrement de B par des e- 
boules ouvertes, done de cardinal superieur a N{B;e). En effet, I'image par 
Px d'une e-boule pour la distance produit est une e-boule des qu'elle est non 
vide (une boule pour la distance produit est un produit de boules). De meme, 
pour tout y de B, Qy = {qy{Bi)/qy{Bi) ^ 0} est un recouvrement de A par 
des £-boules ouvertes, done de cardinal superieur a N{A\e). 

On a alors {Sj} = {A' x B' jB' G G e Qy,y e B} que Ton 

pent demontrer par une simple double inclusion. 11 reste alors a montrer que 
le cardinal de ce deuxieme ensemble est superieur a N{A;e)N{B;e). 

Demontrons done ce dernier point : choisissons un yo dans B. Alors Qy^ 
contient au moins N{A;e) elements que I'on note A'/^. Choisissons alors 
N{A; e) points (x„) dans des boules distinctes de Qy^ tels qu'ils soient 
distincts deux a deux. C'est possible car si Ton pouvait n'en prendre que 
N < N{A;s) distincts deux a deux, tout element supplement aire serait 
contenu dans I'une des boules dont on a deja choisi un element. Et dans 
ce cas, on pourrait recouvrir A avec seulement N boules, ce qui est ab- 
surde. Alors pour chaque Xn on pent choisir au moins N{B;e) boules B'^ 
distinctes dans Px„, ce qui en faisant varier n permet d'obtenir une famille 
de N{A;e)N{B;e) boules A'^ x B[ distinctes dans {Bi}. 



Theoreme : Soient K ct K' des compacts non vides, et notons la me- 
sure de probabilite semi-canoniqucmcnt associee compact Q non vide quel- 



18 



conque. Alors fixxK' = I^K ® f^K', ou fix (g) fix' est la mesure produit de /ik 
et fj,K' et ou K X K' est muni de la distance produit. 

Demonstration : Soient B un borelien de et B' un borelien de K' . 
Soit £ > 0, inferieur a ^k[B) et ^k'{B') dans le cas ou tous deux sont non 
nuls. Les mesures fix et ^k' etant regulieres, il existe des fermes F de K 
et F' de K' tels que F C B, F' C B', et > hk{F) > Hk{B) - £, 

MB') > MF') > m{B') - e. Or, 



, r N(FxF'^;e) 



II suffit pour voir cela d'utiliser le lemme precedent et le fait que la saucisse 
de Minkowski d'un produit est le produit des saucisses de Minkowski. 

On en deduit que : iik{B)hk{B') > HkxK'{F x F') > iik{B)iik{B') - 
2e + e^. Alors, en faisant tendre e vers zero, on voit que ^k{B)hk{B') = 
supFcB,F'cB' fi-KxK'iF X F') = i^KxK'{B X B') par regularite de fiRxK'- 

Enfin, si ijlk{B) ou ij,k'{B') est nul, on se contente de I'inegalite de gauche 
dans le raisonnement precedent. 

Les mesures ^kxK' et ® sont done egalcs pour les boreliens 
produits. Or la famille de ces boreliens engendre la tribu borelienne au sens 
des systemes de Dynkin. Ces deux mesures sont done egales. 



On a done ici demontre un rcsultat remarquablc : le foncteur que nous 
avons construit commute aux produits des deux categories. 

2.2.3 Compatibilite avec la mesure conditionnelle a un ferme 

Si F est un ferme de K de mesure non nulle, on dispose sur F de deux 
probabilites : la probabilite induite par celle de K, j^^fp^, et la mesure as- 
sociee au compact F, fip. II se trouve que ces probabilites ne coincident pas 
en general. 

Voici un contre-exemple. Soit K = {^,n G N*} L) {1 + G N*}. 

On montre facilement par des arguments utilisant la definition de fix que 
UK = |<^o + 5<^i- Ccci illustre au passage le fait que la mesure /i/^ donne une 
information sur la "dcnsite" de K. Posons F = {0; 1} et -B = {!}. On a : 
= i, mais MB) = i 

Cependant, on pent neanmoins etablir un lien entre des probabilites du 
type de hf et j^^. 
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Propriete : Soit K un espace metrique compact, F un ferme de K avec 

Hk{F) 7^ 0. Alors, pour tout borelien B de F, \\m.s^Q ijl^s{B) = De 

plus, si F G Mk, pour tout borelien B de F, jipiB) = ^^jyy- 

Demonstration : Commengons par demontrer la deuxieme partie du 
lemme. Soit F G Mk un ferme tel que Hk{F) ^ 0. On a alors : L^-^q jv^^'e) = 

o 

Hk{F) 7^ 0, et par ailleurs, iiK{Fr{F)) = 0, done Fy^ 0. Soit alors B un 
ferme positivement inclus dans F. On a : 

jV(;B'nF;£) iV(:B';£) 

= limL.^o^^^ = ^. 
5^0 N{K;e) N{F;e) ixk{F) 

En effet dans les egalites ci-dessus, les N{.; e) donnent des cardinaux de 

recouvrements minimaux au sens des boules de F, mais aussi au sens des 
boules de K, vu que B est positivement inclus dans F. De plus L^^q est un 
morphisme d'algebre. 

Notons maintenant F„ = {x G F/B{x; 1/n) C F}. Les F„ sont des fermes 
positivement inclus dans F, et leur reunion est croissante et egale a F. Soit 
alors B un ferme quelconque de F. i? = [j^ BCiFn est une union croissante de 
fermes positivement inclus dans F. Done : iif{B) = lim„_j.+oo n F„) = 

limn-i.+oo '^'^^^{F)^ = llfm- et coincident done sur les fermes. 

Comme ce sont des mesures boreliennes finies, elles sont egales par regularite. 

Etudions maintenant le cas oil F est un fcrmc non necessairement dans 
Mk- Soit B un borelien de F. Pour tout e > 0, choisissons 6 g]0; e[ pour que 
F G Mk- ^'^—s = IJ^5{B) par ce qui precede. On passe alors a la limite 

quand e tend vers zero : lim^-^o A*x(F ) = IjLk{F) car F est ferme. Done : 
lim,-.o/^.(5) = J|g}. 



2.3 Version definitive du theoreme. Notion de probabilite 
topologiquement compatible d'un compact metrique 

On va donner des resultats plus forts concernant les proprietes d'inva- 
riance des probabilites que nous avons construites. On introduit pour cela la 
definition suivante. 

Definition : Soit F et F des espaces metriqucs. On appelle application 
1-coercive une application continue f : E ^ F telle que pour tous x et y de 
E, d{f{x);f{y))>d{x-y). 
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On utilise les proprietes demontrees dans le paragraphe precedent pour 
etablir des inegalites impliquant I'invariance par isometrie partielle pour les 
ouverts. 

Proposition : Soit K un espace metrique compact et la probabilite sur 
K decrite precedemment. Soient U et V des ouverts de K tels qu'il existe 
une application 1-coercive f de U dans V, non necessairement surjective. 
Mors : /v,(C/) < fi{V). 

Demonstration : Soit F un borelien positivement inclus dans U, et 
G = f{F). Vu que / est 1-coercive, G est un borelien positivement inclus 
dans V, et si est un e-recouvrement minimal de G, les f~^{Bi) forment 
un recouvrcmcnt dc F. De plus, vu que les centres q des boules Bi sont dans 
I'image de F par /, pour tout i f^^ict) est non vide, et sont des singletons (les 
applications 1-coercives sont injectives). Notons alors f~^{ci) = {bi}. Comme 
/ est 1-coercive, pour tout i, B{bi;e) D f~^{Bi). Done N{F;e) < N{G;£) 
pour tout e > 0. 

On en deduit que pour toutc partie F positivement incluse dans U, 
m{F) < m{f{F)). On en deduit que si f{F) e M, F e M. Soit alors 
O un ouvert positivement inclus dans U. Pour tout n G N*, il existe un 

5n S]0; 1/n] tel que f{0) = C^/^ G M (voir le dernier lemme du para- 

O 

graphe precedent). Alors f^^{f{0) ) £ M est positivement inclus dans U, 

O o 

et U„ fiO) = fiO). Done U„ rHfiO) ) = O, et m'{0) < m'{f{0)). 

On en deduit en passant a la borne inferieure que pour tout borelien P 
positivement inclus dans U, ii{P) < n{f{P)) < l^{V). II suffit alors d'ecrire 

ol/n ol/« 

^ = Un U , d'appliquer ce resultat & U et de passer a la limite quand 
n tends vers I'infini pour voir que IJ-{U) < fJ-iV). 



Ceci nous invite a poser la definition suivante. 

Definition : Soit M un espace metrique. Une mesure topologiquement 
compatible de M est une mesure borelienne m telle que pour tout couple 
d'ouverts {U; V) de M tels qu'il existe une application partielle 1-coercive 
ip-.U^V, m{U) < m{V). 

Definition : Si m est une mesure topologiquement compatible dans un 
espace metrique M, pour tout couple d'ouverts {U ; V) partiellement isome- 
triques, m{U) = m{V). 

Demonstration : II suffit d'utiliser la definition dans les deux sens et 
de conclure par double inegalite. 
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L'ensemble des probabilites topologiquement compatibles d'un compact 
metrique non vide est un convexe borne non vide de I'espacc des mesures 
boreliennes localement finies sur ce compact. II y aurait des choses a dire et a 
faire a ce sujet : l'ensemble des probabilites topologiquement compatibles est 
en effet un compact en topologie *-faible (convergence en loi) , ce qui permet 
d'appliquer des thcorcmes interessants, comme le tlieoreme de Krein-Milman, 
ou des techniques puissantes fondees sur la compacite. On pourrait peut-etre 
s'inspirer des resultats et des demonstrations de la theorie ergodique pour 
obtenir des theoremes a ce sujet. 

Proposition : Soient K et K' des compacts metriques et / une applica- 
tion isometrique (non necessairement surjective) entre K et K' . Alors, pour 
tout borelien P de K' , fiK{f'^{P)) > I^K'{P)- 

Demonstration : Soit Q le compact image de K par /. On a : 

N{U;e) 



N{Q;s) 



pour tout ouvert U G Mq . On en deduit grace au lemme de densite que pour 
tout ouvert O de K', ^K{f~^{P)) > fi^'iO), puis par regularite des mesures 
UK et iJ,K' que pour tout borelien P de K', iiK{f~^{P)) > I^K'{P)- 



Le theoreme suivant resume nos resultats. 

Theoreme des probabilites 
topologiquement compatibles semi-canoniques : 

Soit L une notion de limite en sur I'espace des fonctions 
bornee definies sur ]0; +00 [. Sur tout espace metrique compact K 
il existe une mesure de probabilite topologiquement compatible 
semi-canonique fix ne dependant que du clioix de L, telle que : 

- si i^T et K' sont des compacts isometriques, hk et jix' soient 
images I'une de I'autre par cette isometric, 

- HkxK' = P-K <^ fJ-K'j oil K X K' est muni de la distance 
produit, 

- si -F est un ferme de K tel que fixiP) 7^ 0, pour tout borelien 
Bde F,]ims^o^siB) = !^, 

- si / une application isometrique entre K et K', f^jix > AtftT'- 

On appelle ces probabilites les probabilites topologiquement 
compatibles canoniquement associees a la notion de limite L. 

Le clioix d'une notion de limite permet ainsi de munir tous les espaces 
metriques compacts de mesures de probabilite verifiant les proprietes pre- 
cedentes. Avec un effort de formalisation, on pent voir que le clioix d'une 
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notion de limite L determine un foncteur dc la categorie des espaces me- 
triques compacts ct applications isometriques dans la categorie des espaces 
metriques compacts probabilises par une mesure topologiquement compa- 
tible et applications isometriques diminuant les mesures. De plus, ce fonc- 
teur est compatible avec les produits (finis) , et sa composee avec le foncteur 
d'oubli des probabilites est le foncteur identite. 

3 Quelques applications des resultats precedents 

Nous allons montrer dans cette section diverses applications du theoreme 
qui nous assure I'existence d'une probabilite topologiquement compatible sur 
un espace metrique compact. Ces applications concernent essentiellement la 
construction de nouvelles mesures dans des cadres sufRsamment generaux 
pour etre hors de portee des approches traditionnelles. Cependant, on etudie 
dans un premier temps le cas ou K est un compact tres commun : I'adherence 
d'un ouvert borne de R*^. 

3.1 Le cas des espaces numeriques de dimension finie 

Lemme ; Soit K I'adherence d'un ouvert borne O de muni de la 
distance produit, et B une boule ouverte de R*^ incluse dans O. On note 
Bf la boule fermee associee. Alors ij.k{B) = iJ,K{Bf), si K est muni de la 
distance induite. 

Demonstration : II suffit de montrer que iJ,K{Fr{B)) = 0, c'est a dire 
que lim supg_^o "~^^^^y^ = 0- effet Fr{B) est ferme, et N{B;£) < 
N{K;e). II est clair que dans R*^, N{B;e) > Es{r/ey si r est le rayon 
de S et £ un reel non nul, et si Es{a) est le plus petit entier superieur a 
a. En effet, en utilisant la compatibilite entre I'application iV(.;£) avec le 
produit, on se ramene par induction a etudier les recouvrements minimaux 
d'un intervalle de R par des intervalles de longueur fixee e. Et il est clair 
que pour recouvrir un intervalle de longueur 2r, il faut au moins Esir/e) 
intervalles ouverts de longueur 2e (en fait, il en faut parfois 1 de plus). De 
meme, on montre que N{Fr{B); e) < C{Es{r /s) + , ou C est le nombre 

de faces d'un d-hypercube. Done lim sup^^g ^^n(^^J)'^^ ~ ^' termine 
la demonstration. 



Theoreme : Soit K I'adherence d'un ouvert borne non vide O de R . 
Alors fiK = ^ restriction de la mesure de Lebesgue aux 

boreliens de K. 

Demonstration : II suffit de montrer que Ton pent definir une mesure 
positive fl borelienne, cr-finie et invariante par translation sur R'' telle que 
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pour tout borelien D inclus dans K, fl{D) = fj,K{D). En effet, il est alors 
connu qu'il cxistc une constante c positive telle que fl = cX. Alors : fi{K) = 
Ijlk{K) = 1 = c\{K) et c = ^p^. 

Notons alors E I'ensemble des applications de dans Z'' (on note 

[[o;6]] = [a;6] n N). Soit B une boule fermee de rayon e incluse dans O 
et (ei; 62; Cd) une base adaptee a la norme infinie de R*^ (c'est a dire 
que \\xiei + ^262 + ... + x^edW = supj \xi\). On note alors (pa{y) = y + 
"Ylii^Wi-d]] pour £7 G Ce sont des translations telles que 

= U <p,{B), 

et telles que les interieurs des boules ipa{B) soient disjoints deux a deux. 
On pose alors pour tout borelien D de R*^ : 

Ap) = ^ n ^^(L>)). 

Montrons qu'il s'agit d'une mesure : vu que les translations transforment des 
unions disjointes en unions disjointes, et que ^ est une mesure, on est ramene 
a une permutation de series a termes positifs, ce qui est toujours possible. 

De plus, jl est invariante sous les translations du type ipcr- 

Remarquons enfin que si B est de centre x, on aurait pu choisir comme 
boule de reference B' = B{x — f X]iG[[i d]] a la place de B. En ef- 

fet pour tout borelien A inclus dans B, nxiA) = ^^gjQ f^xiA H {B' + 

Q;(i)eei)). On utilise ensuite I'invariance de jl sous les translations conve- 
nables pour montrer que les definitions de jl qui utilisent B et B' coincident. 

On pent iterer le procede et prendre comme boule de reference pour la 
mesure jl une boule de rayon e/2". 

Montrons maintenant que ij,k et jl coincident pour les boreliens de K. 
Soit D un tel ensemble. 

ji{D) = ^ ,,k{B n MD)) = Yl M'PaHB) riD)= iik{D), 

aeE aeE 

puisque est definie sur les parties boreliennes de D, et que I'ensemble 
complementaire des interieurs des ip~^{B) est de mesure nuUe (c'est une 
union denombrable de frontieres de boules, dont on salt qu'elles sont de 
mesure nulle par le lemme qui precede). 

Par ailleurs, on a pour tout a & E, jl{ip(^{B)) = iik{B) < +00, en 
utilisant a nouveau le lemme precedent et le fait que ^'^{B) fl ipa{B) C 
Fr{(pcr{B)) pour a / a'. En effet, (faiB) est une boule de R'^. 

Done, comme R'^ = IJo-6£; V^<r{B), jl est cr-finie. 

Montrons pour finir que jl est invariante par translation. Deja, il est 
clair qu'elle est invariante par translation de vecteur du type (^^ oil cr G E. 
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Commc on peut choisir une boule de reference de rayon e/2"' sans modifier 
la valeur de ft, on voit que cette mesure est invariante par un groupe de 
translations beaucoup plus grand, dense dans le groupe des translations en 
entier. Montrons alors que si (uk) est une suite de vecteurs tendant vers un 
certain u, {ji{D+Uk)) tend vers ji{D+u). On aura alors I'invariance cherchee 
sous le groupe des translations, grace a la densite des dyadiques dans R. 
Vu que + tifc)) est constante, sa limite est une mesure par rapport a 

D. On est done ramene a montrer une egalite de mesures boreliennes. II 
suffit pour cela de montrer I'egalite pour les ouverts. Montrons-le deja pour 
les boules. En utilisant les notions de limites superieures et infer ieures de 
suites d'ensembles mesurables, on montre facilement que si D est une boule 
ouverte, D C lim inf „^_|_oo -D + itn C lim sup„_j._|_oo D + Un C D, ce qui donne 
le resultat avec le lemme precedent. II reste alors a montrer que tout ouvert 
de R'' est une reunion disjointe denombrable de boules semi-ouvertes (qui 
ont la meme mesure que la boule ouverte associee). C'est I'objet du lemme 
suivant. 



Lemme : Soit O un ouvert de R . O est une union disjointe au plus 
denombrable de boules semi-ouvertes pour la norme infinie, du type : {xiei + 
X2e2 + ...Xded/'ii G [[l;fl!]],,Ti G ou (ei; 62; e^) est une base 

adaptcc a la norme infinie, n un cnticr naturcl ct ki des cnticrs rclatifs. 

Demonstration : Notons la famille des boules de ce type a n fixe. II 
est clair que X„ est un recouvrement disjoint de R'^. De plus, si B et B' sont 
de telles boules pour des n et n' qui peuvent etre differents, B D B' ^ (!) ^ 
B C B' ou B' C B. Notons alors En 1 'ensemble de toutes les boules de Xn 
qui sont incluses dans O, et On la reunion des elements de En- On est une 
reunion au plus denombrable et disjointe de boules semi-ouvertes. Montrons 
que 

0= [j On. 

neN 

Un sens de I'inclusion est evident. Montrons I'autre : si y est dans O, il existe 
une boule ouverte B{y; e) incluse dans O. En prenant un n tel que 1/2" soit 
inferieur a e, on peut trouver une boule de X„ qui contienne y. EUe est alors 
incluse dans B(y;e), done dans O. 

II reste a montrer que UneN peut s'ecrire comme une reunion au 
plus denombrable disjointe de boules semi-ouvertes. Le seul point posant 
probleme est le caractere disjoint. Notons Un la reunion des boules de En 
qui ne soient pas incluses dans une boule de En-i pour n > 0, et Uq = Oq. 
On a : 

U On = U Un, 

neN neN 
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et cette dcrnicrc union, ccritc sous cette forme, est une reunion au plus 
denombrable disjointe de boules semi-ouvertes. 



3.2 La question de I'unicite. Application aux mesures de 
Hausdorff 

Pour donner des elements sur la question de I'unicite eventuelle des pro- 
babilites topologiquement compatibles, nous aurons besoin des notions sui- 
vantes : 

3.2.1 Notion d'homogeneite d'un espace metrique 

Definition, propriete : Soit M un espace metrique. On definit sur les 
points de M la relation suivante : x -H- y <(=^ il existe e > et une isometric 
de B{x;e) sur B{y;e). -H- est une relation d'equivalence, que Ton appelle 
relation d'homogeneite de K. 

Definition : Avec les notations precedentes, M est dit homogene si ■<->■ 
n'a qu'une classc d'equivalence. 

Proposition : Soit H un espace metrique homogene non vide. Soit x G 
H. Posons : 

Hji = {y € H/ il existe une isometric entre B{x; 1/ra) et B{y\ l/n)}. 
Alors, pour tons y et z de B{y; 1/n) et B{z\ 1/n) sont isometriques, et 

3.2.2 Notion de negligeabilite intrinseque 

Definition : Soit K un espace metrique compact. Un borelien P est 
qualifie d' element airement intrinsequement negligeable si pour tout entier A^, 
il existe un ouvert O contenant P et une famille finie {(j)i)i<N d'applications 
isometriques de O dans K tels que la famille des {(f)i{P))i<N soit disjointe. 

Definition : On note T{K) la plus petite famille de parties de K conte- 
nant les negligeables intrinseques elementaires et stable par union denom- 
brable. Les elements de T{K) sont appeles les negligeables intrinseques de 
K. 

Propriete : Soit m une probabilite topologiquement compatible sur K. 
Alors tons les elements de T{K) sont de mesure nulle. 

Demonstration : II est clair qu'il suffit de le demontrer pour les negli- 
geables intrinseques elementaires. Soit P un tel ensemble. Alors, pour tout 
entier N, il existe un ouvert O contenant P et une famille finie {4'i)i<_N 
d'applications isometriques de O dans K tels que la famille des {4>i{P))i<N 
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soit disjointe. Done : X^j "i(</'j(-P)) = Nm{P) < 1 en utilisant la propriete 
d' invar iance. Done, m{P) < jj pour tout N non nul, et m{P) = 0. 



3.2.3 Une condition sufRsante d'unicite des probabilites topolo- 
giquement compatibles 

On utilise iei une version adaptee du theoreme de Christensen demontre 
dans j8]. 

Definition : Soit m une mesure sur un espaee metrique M. m est dite 
uniforme s'il existe une famille eroissante (M„) d'ouverts de M de reunion 
M et une suite (r„) de reels positifs non nuls, tels que pour tout entier n, 
et tons X et y de M„, pour tout r' < Vn strictement positif, ni(B{x;r')) = 



Remarquons que I'on impose pas dans eette definition que les boules 
B{x;r') soient ineluses dans M„ pour r' < 

Theoreme de Christensen modifie : Soient P et P' des mesures 
boreliennes positives uniformes sur Af , un espaee metrique eompaet. Alors il 
existe un / E R tel que P' = IP. En partieulier, si P et P' sont de probabilite, 
elles sont egales. 

Demonstration : Remarquons tout d'abord que s'il existe un x E M 
tel que P'{{x}) ^ 0, P' est un multiple de la mesure de eomptage sur un 
espaee diseret et eompaet, done fini. P etant uniforme, elle s'eerit eomme un 
multiple de P' et reeiproquement. 

Supposons done maintenant que P'({x}) = pour tout x de M, ee qui 
implique que linir^o P' {B {x; r)) = 0. 

P et P' sont uniformes, done, il existe des suites eroissantes (M„) et 
(M^) de reunion M et des suites (r„) et (r^) verifiant les eonditions de la 
definition. Alors M" = Mn D et = min(r„; r^) verifient ees eonditions 
pour les deux mesures uniformes P et P'. On ehoisit maintenant un entier 
n. 

Definissons la fonetion (x; y) i— t- K^{x;y) sur pour r E]0;r^[ par : 
K^{x; y) = si d(x; y) < r et x E M^', et 
K^{x] y) = sinon, 

ou Cr{P) = P{B(x;r)) est independant du ehoix de x et non nul pour n 
assez grand. En effet, si Cr{P) = 0, on pent reeouvrir M'^ par des boules en 
nombre fini du type B{z;r) de mesure nuUe (preeompaeite) , et M" est de 
mesure nulle. Si eeei est vrai pour tout n, M = est de mesure nulle, 

ce qui est absurde ear P / 0. 



m{B(y; r')). 



Alors 
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et 



o r 

Soit maintenant / une fonction continue a support compact dans M^' = 
{y e M'^/B{y;r) C M^'}, et definissons {K^ f){x) = j^K;^{x-y)f{y)dP{y). 
On a : 

\{K:^f){x)-f{x)\< [ K:^{x;y)\f{y)-f{x)\dP{y)<Wr{f), 

ou 

Wrif) = sup{|/(y) - f{x)\,d{x;y) < r}. 

En effet, Jj^ Kr{x;y)dP{y) = 1m^{x). 

Comme / est continue a support compact, elle est uniformement conti- 
nue, done limr_>.o = 0. Done limr_j.o(i^"/)(x) = f{x) pour tout x de 
M. Mais on montre facilement que K^f est a support compact pour un r 
assez petit, et bornee. Par le thcorcmc de convergence dominee de Lebesgue, 

on a : lim^^o /M(^r'/)(-^)^^'(-^) = /m /(^)'^^'(^) Po^^ to^t 

On pose alors Cr{P') = P'{B{x]r)) qui est independant du choix de x. 
On a par le theoreme de Pubini : 

/ {K!;^f){x)dP'{x)= [ [ Kl^{x-y)f{y)dP{y)dP\x) = 
JM JmJm 

[ {[ K{x;y)dP'{x))f{y)dP{y)= [ ^^Ei^2l^^f{y)dP{y) 
Jm Jm Jm Cr{-t^) 

= ^ [ f{y)dP{y). 

En choisissant / telle que \j^„ f(y)dP(y) ^ (c'est possible pour r assez 

petit car M" est ouvert), ceci montre que limr-^o T^py existe. De plus, cette 
limite ne depend pas de n. Notons-la I. On passe alors a la limite quand r 
tend vers : 

/ f{x)dP'{x) = l [ f{y)dP{y). 

JM" JM" 

Comme on pent fixer / independamment de /, on en deduit que IP et P' 
sont egales sur tons les M^', ce qui implique qu'elles sont egales sur M. 
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Theoreme : Soit K un espace metrique compact qui s'ecrit comme la 
reunion d'un ensemble intrinsequement negligeable et d'un ensemble homo- 
gene. Alors, il existe une unique mesure de probabilite topologiquement com- 
patible sur K. 

Demonstration ; II sufRt de demontrer I'unicite. Solent done P et P' des 
probabilite topologiquement compatibles de K, et H I'ensemble homogene 

dont on suppose I'existence. Alors K \ H est intrinsequement negligeable, 
done P{K \H) = P'{K\H) = 0. Et sur H qui est precompact, P et P' 
sont des mesures uniformes. Appliquons pour voir cela la propriete qui figure 
dans le paragraphe qui concerne I'homogeneite : H s'ecrit comme reunion 
dcnombrablc croissante de (Hn). Pour tout n et pour tons a; et y de Hn, il 
existe une isometric de B{x; 1/n) dans B(y; 1/n), done pour tout r' < 1/n 
strictement positif, P{B(x;r')) = P(B{y;r')), et de meme pour P'. Le fait 
qu'il y ait des elements de K\H dans ces boules ne change rien car K\H 
est negligeable pour P et P'. Par le theoreme de Christensen, P = P' sur 
H, done sur K. 



3.2.4 Application a la mesure de HausdorfT 

II est important de remarquer dans un premier temps que le theoreme 
d'unicite precedent ne s' applique pas simplement a toutes les adherences 
d'ouverts bornes de R". En effet, si C est un ensemble de Cantor gras (c'est 
a dire de mesure non nulle) et O son complement aire dans [0; 1], O est un ou- 
vert de frontiere de mesure non nulle. On sc trouvc done face a des difficultes 
pour ecrire O comme la reunion d'un ensemble homogene (O conviendrait 
malgre tout car les ouverts d'un espace numerique sont homogenes) et d'un 
ensemble intrinsequement negligeable {Fr{0) ne convient pas du tout). 

Cependant, si I'on considere un ensemble compact K verifiant les hypo- 
theses du theoreme, et si la mesure de Hausdorff d/i" de ce compact est finie 
et non nulle, le theoreme montre que fix et ^^a(^j^^ sont egales. II suffit pour 
cela de montrer que dh°' est une mesure uniforme sur les espaces homogenes, 
ce qui se verifie facilement en utilisant des isometrics partielles et une double 
inegalite. 

3.3 Lien avec la mesure de Haar 

Abordons maintenant la relation entre la probabilite topologiquement 
compatible canonique et la probabilite de Haar sur les groupes topologiques 
compacts. Nous allons voir qu'en choisissant bien une distance definissant 
la topologie du groupe compact en question, notre mesure est la mesure de 
Haar probabiliste. Ceci suppose que la topologie du groupe considere soit 
metrisable. 
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Lemme : Soit G un groupe topologique compact metrisable. II existe une 
distance sur G dcfinissant sa topologie qui soit invariante par translation a 
gauche et a droite. 

Demonstration : Soit d une distance definissant la topologie de G. On 
pose pour x et y dans G : D{x;y) = supg^Qg,^Qd{gxg',gyg'). D est bien 
definie par continuite de {g;g') i->- d{gxg' , gyg') sur le compact G. De plus, 
D est bien une distance comme borne superieure de distances. Et G etant un 
groupe, on montre facilement que D est invariante par translations a droite 
et a gauche. II reste a montrer que D definit la meme topologie que d. Deja, 
il est clair que d{x; y) < D{x; y) pour tout x et y. Montrons done que si 
pour une suite de G, d(xn',x) tend vers 0, D(xn',x) tends aussi vers 

0. Mais pour tout n, D{xn',x) est defini par un supremum sur un compact 
d'une fonction continue. Done pour tout n, il existe des gn et g'^ tels que 
D{xn; x) = d{gnXng'n, 9nXg'n)- Soit alors L une valeur d'adherence de la suite 
{D{xn]x)). II existe une extraction ip telle que {D{x^p(^n)'^x)) converge vers 
L. Mais {gipi^n)) ^t etant des suites dans un compact, il existe une 

extraction %() telle que (^(^(^(n))) et (5^(^(„))) convergent vers disons g et g' . 
Alors x)) converge vers d{gxg'; gxg') = par continuite. Done 

L = et {D{xn',x)) n'a qu'une valeur d'adherence : 0. Done D definit la 
meme topologie que d. 



Theoreme : Soit G un groupe topologique compact metrisable et D 
une distance sur G definissant la topologie et qui soit invariante par trans- 
lation a gauche et a droite. Alors la probabilitc topologiquement compatible 
canonique de {G; D) est identique a la mesure de Haar probabiliste de G. 

Demonstration : Soit m la probabilite topologiquement compatible ca- 
nonique de G. EUe est invariante par isometrics partielles sur les ouverts, 
done par translations a gauche et a droite pour les ensembles ouverts. Soient 
alors B un borclien dc G ct g un element de G. On a pour tout ouvert O 
contenant B : m{0) = m{gO) = m{Og). En utilisant la regularity des me- 
sures de probabilite boreliennes, la bicontinuite de x i-^ gx et de x i-^ xg, et 
en passant a la borne inferieure, on en deduit que : m{B) = m{gB) = m{Bg). 
m verifie done la caracterisation de la mesure de Haar probabiliste sur G. 
Par unicite de cette derniere, ces mesures sont done egales. 



On s'est permis, dans ce paragraphe, de parler de la probabilite topolo- 
giquement compatible canonique et non d'une probabilite topologiquement 
compatible semi-canonique. En effet, le choix d'une notion de limite n'in- 
flue pas sur le calcul de /xg, comme le theoreme precedent I'assure, grace a 
I'unicite des probabilites de Haar. 



30 



3.4 Un exemple d'utilisation : mesure de probabilite sur I'es- 
pace des mesures de probabilite boreliennes sur un com- 
pact non vide 

Dans cette section, on applique notre theoreme principal pour fabriquer 
une mesure de probabilite sur I'espace des mesures de probabilite sur un 
compact non vide. La mesure que I'on va construire est invariante sous une 
large classe d'applications partielles. 

Notons K un espace topologique compact non vide, C I'ensemble des 
applications continues de K dans R, et M I'ensemble des mesures boreliennes 
localement finies sur K. C est muni de la norme de la borne superieure. On 
salt grace au theoreme de Riesz que M s'identifie au dual topologique de C. 
Enfin, on note P I'ensemble des mesures de probabilite boreliennes sur K. 

M, en tant que dual de C, est muni de la norme duale : 

||/i|| = sup I / fdn\. 

ll/l|oo<l JK 

II est clair que P est inclus dans la boule unite de M pour cette norme. 

Par ailleurs, M est muni de la topologie *-faible en tant que dual de 
C. De plus, C est separable, done la boule unite de M est metrisable pour 
la topologie *-faible (voir |5][page 48]). Si (/„) est une partie denombrable 
dense de la boule unite de C, on pent donner une distance du type suivant 
pour definir la topologie *-faible : d*{X, ji) = \ fnd\ — fndlj\- 

Enfin, P est un ferme de M pour la topologie *-faible. En effet, P = 
{/U G M/ Jp.dfi= 1 et V/ G C, fdfi > 0}. Les conditions qui definissent 
P sont des conditions de ferme *-faible. Done P est un compact *-faible. En 
consequence, il existe une probabilite topologiquement compatible m inva- 
riante pour les ouverts partiellement isometriques pour une distance *-faible 
de P. 

Pour voir I'interet de ce resultat, il faut essayer de construire des isome- 
tries partielles *-faibles de P. En voici quelques-unes. 

Tout d'abord, il est clair que d* est invariante par translation au sens 
suivant : si B est un borelien *-faible de P tel que pour une certaine mesure 
p, B +p soit inclus dans P, alors pour toutes mesure A et /i de B, d*{X; fi) = 
d* {X + p; fi + p). De telles mesures p sont necessairement de mesure totale 
nuUe, et done si elles sont non nuUes, elles ne sont pas positives. 

On en deduit que m est invariante par translation sur les ouverts, dans 
la mesure ou de telles translations sont bien definies. 

Voici une autre construction digne d'interet dans le cas ou le compact 
initial est metrique. Supposons K muni d'une distance d definissant sa to- 
pologie. On pent alors considerer le groupe G de ses isometries, muni de la 
distance de la borne superieure. Par le theoreme d'Ascoli, on voit que ce 
groupe metrique est compact. On pent alors considerer sa mesure de Haar 
dh. On definit alors une nouvelle distance sur P en posant : 
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L)(A;/x)= / d*(<^(A);0(/x))d^(0), 

JG 

ou les notations 0(A) et (/>(//) designent les mesures images. 

D est bien definie, car ^ i->- d*{(f){\);<p{fi)) est integrable. En effet, elle 
est bornee, et on va montrcr qu'elle est borclicnnc. 

Soit (f> une isometrie de G et un borclicn dc K. Soit (0„) une suite 
de G tendant vers (f). II est alors clair que {dH{4>^^{B); (/)„^(i?)))„ tend vers 
zero {dn est la distance de Hausdorff). Or, on sait que toute mesure bo- 
rclicnnc est scmi-continuc supcrieurement par rapport aux borclicns munis 
de la distance de Hausdorff (c'est une consequence de la regularite). Done 
ici : limsup„^_,_oo A(0~^(i?)) < \{(j)~^{B)). On en deduit que Ton a une 
propriete de semi-continuite du meme type pour les integrales de fonctions 
etagees positives, done en passant a la borne superieure, pour les integrales 
de fonctions integrables positives. En consequence, pour toute fonction inte- 
grable positive / et toute mesure de probabilite A sur K, <p i-^ Jj^ fd4>{X) est 
semi-continue done borelienne. Par difference, on en deduit que c'est encore 
vrai pour toute fonction integrable. II sufRt alors dc regarder la definition de 
d* pour voir que (p ^ (i*((/>(A); 0(/x)) est borelienne pour toutes mesures de 
probabilite A et /i. 

Puis, D est une distance (verification facile). Enfin, pour toute isometrie 
if de K, et toutes mesures A ct de P, D{\;^) = D{ip{X); ip{ii)). II suffit 
pour demontrer cela d'utiliscr la propriete caracteristique de dh. 

L'application A i— )■ est done une D-isometrie de P. 

Enfin, on va montrer que P est compact pour D. 

Soit (A„) une suite de P. On sait que P est compact pour d*, done 
cette suite admet une sous-suite (A^(„)) convergeant vers un certain A de 
P. En regardant la definition de la topologie *-faible, on voit que cela im- 
plique que pour toute isometrie (f), (0(A^(„))) converge vers (f){X). Done 
{d*{(f){X); 4>{X^[n))))n converge simplement vers zero et est borne. Par le theo- 
reme de convergence de Lebesgue, (D{\^^^y, A))„ tend vers zero. 

II suffit alors de considerer la probabilite topologiquement compatible m 
donnee par le theoreme principal pour I'ensemble compact P muni de D. 
On construit ainsi une mesure de probabilite borelienne invariante sous les 
applications A i— t- ip{X) pour cp isometrie de K. De plus, on verifie aisement 
qu'a nouveau, cette mesure est invariante sous les translations partielles de 
P bien definies. 

3.5 Un autre exemple : mesure de probabilite sur des espaces 
de parties d'un compact metrique 

On definit ici la mesure de probabilite topologiquement compatible ca- 
nonique de I'espace des fermes d'un compact metrique K. Notons T' cet 
ensemble. II est connu que c'est un compact pour la distance de Hausdorff. II 
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suffit alors d'appliquer le theoreme principal. En outre, on pent faire le meme 
type de construction pour les ouverts d'un espace metrique compact. II suffit 
de munir leur ensemble T de la distance suivante : d{0, O') = dniCj^; ), 
oil dn est la distance de Hausdorff. En effet I'application O est un 

bijection entre T et T'. 

Comme precedemment, ce type de construction ne prend reellement son 
sens que si I'on salt construire de nombreuses isometrics partielles. En voici 
quelques-unes. 

Soit <f) une isometric partielle entre deux ouverts O et O' de K, U un 
ouvert inclus dans O. Notons [U] 1 'ensemble des fermes de K contenus dans 
U, et [^(J/)] I'ensemble image par I'application F (p{F) definie sur les 
fermes de O. Cette application est une isometric pour la mesure de Hausdorff 
(la verification est facile) , et ces deux ensembles sont des ouverts pour cette 
meme distance. En effet, pour tout ferme F inclus dans U par cxcmplc, 
a = d{F; C^) est non nul car on considere des fermes disjoints d'un compact. 
Alors, si dniF, G) < a on G est un ferme quelconque de if, on a : G C C/ 
(on verifie cela en rcvcnant a la definition de la distance de Hausdorff dn) ■ 

Les ensembles \U] et [^(^7)] ont alors la meme probabilite pour la mesure 
precedente. 
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